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２０２２年１月 ＣＨＩＮＡ　ＭＥＣＨＡＮＩＣＡＬ　ＥＮＧＩＮＥＥＲＩＮＧ　 ｐｐ．５４－６１

含有恰约束分支的无耦合两转动并联机构型综合
张彦斌１，２　王科明１　芦风林１　魏雪敏１　王科峰１

１．河南科技大学机电工程学院，洛阳，４７１００３
２．机械装备先进制造河南省协同创新中心，洛阳，４７１００３

摘要：为提高解耦并联机构的刚度和承载能力，基于分支驱动力螺旋理论提出一种含有恰约束分支
的无耦合两转动并联机构型综合系统方法。分析了无耦合两转动并联机构的运动解耦性与分支驱动力
之间的关系，确定了分支驱动力螺旋的作用形式；研究了机构输入 输出运动之间的映射关系，根据机构
雅可比矩阵为对角阵的特点，确定了主动分支的驱动力螺旋和主动运动螺旋的具体形式，给出了非主动
运动螺旋的确定方法，完成了主动分支的构型综合。最后实现了含有恰约束分支无耦合两转动并联机
构的型综合，得到多种新机型。
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０　引言
在医疗康复、航空航天等应用领域，含有两个

转动自由度（２Ｒ型）的机构常作为执行机构用于
姿态调整。并联机构具有精度高、结构紧凑、响应
快等优点，故２Ｒ型并联机构适合作为姿态调整
装置的本体结构［１－４］。国内外学者对两转动并联
机构进行了诸多研究和分析。侯雨雷等［５］提出一
种新型ＲＵ－ＲＰＲ两转动解耦并联机构，讨论了机
构的位置正反解和奇异性。ＣＡＲＲＩＣＡＴＯ［６］设

计出一类分支含有等速比关节的２Ｒ和３Ｒ型的
解耦并联机构。范彩霞等［７］提出了一种完全解耦
的二自由度转动并联机构，并进行了运动学和奇
异性分析。张彦斌等［８］设计出一种适用于踝关节
康复机器人的２Ｒ型ＲＲ－ＲＵＲＵ并联机构，并对
其运动学和完全各向同性条件进行了分析。

ＧＯＧＵ［９］基于线性变换理论提出了一种完全各向
同性的过约束２Ｒ 型并联机构综合方法。ＸＵ
等［１０］通过分析施加到动平台上的分支约束力的

空间排列关系，设计出一类具有２个连续转轴的

２Ｒ并联机构。ＺＥＮＧ等［１１］基于约束螺旋理论，
建立一种转动解耦并联机构的综合方法，并得到
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一类两转动并联机构。ＳＹＲＳＥＬＯＵＤＩＳ等［１２］提
出一种可作为人体踝关节康复装置的新型混联二

自由度转动机构，并对其进行参数优化和传递性
能分析。
目前，普通并联机构的分支运动链数等于其

自由度数，主动副平均分配在各条分支中，即每一
条分支运动链均为主动分支［１３－１５］。某些分支运动
链数大于机构自由度数的并联机构至少有一个分

支不含主动副，该类分支仅向机构动平台提供约
束而不提供驱动力，称其为纯约束分支。纯约束
分支末端构件的运动输出特性与机构动平台的运

动输出特性完全相同时，该约束分支称为恰约束
分支［１６－１７］。文献［１８－１９］指出，与不含恰约束分支
的并联机构相比，恰约束分支可对并联机构的静
刚度产生显著影响，提高整机的稳定性与承载能
力。不仅如此，恰约束分支还能提高并联机构的
精度、控制不可控误差［２０］。ＫＯＮＧ［２１］设计出一
种可作为仿生机器人腕关节和髋关节的两自由度

球面ＲＲ－ＲＲＲ－ＲＲＲ并联机构，其中的 ＲＲ分支
运动链为恰约束分支。
本文基于驱动力螺旋理论提出一种含有恰约

束分支的无耦合两转动并联机构的构型综合方

法，并利用该方法完成机构的型综合，进而得到多
种新型并联机构。

１　无耦合两转动并联机构输出运动解耦
性与分支驱动力之间的关系

　　本文所提出的两转动并联机构包含２条主动
分支和１条恰约束分支，２条主动分支分别向机
构动平台提供一个驱动力，恰约束分支仅提供约
束。并联机构的运动输出特性包括自由度的数目
和类型，且由所有机构分支运动链的结构形式与
配置方位共同决定。无耦合并联机构的输出运动
特性不仅与上述因素有关，还与主动分支施加到
动平台的驱动力类型及其相互耦合关系有关。
对于含有恰约束分支的无耦合两转动并联机

构，假定恰约束分支由轴线垂直相交的２个转动
副Ｒ１ 和Ｒ２ 构成，转动副Ｒ１ 固定在静平台上，转
动副Ｒ２ 与动平台直接相连，如图１所示。若第
一、第二主动分支分别独立控制动平台绕 Ｒ１ 和

Ｒ２ 轴线的转动自由度，那么２条主动分支对动平
台提供的驱动力螺旋与动平台的２个运动螺旋应
满足如下关系：

＄ａｉ°＄ｅ≠０

＄ａｉ°＄ｊ＝０｝ （１）

ｅ，ｉ，ｊ＝１，２且ｉ＝ｅ；ｉ≠ｊ

式中，＄ａｉ为第ｉ条主动分支向动平台提供的驱动力螺旋；

＄ｅ、＄ｊ分别为动平台的第ｅ和第ｊ个转动螺旋，即恰约束

分支中第ｅ和第ｊ转动副对应的运动螺旋；“°”为旋量互

易积符号。

式（１）表明，为使机构具有无耦合运动输出特性，

２条主动分支的驱动力螺旋分别对动平台的１个
运动螺旋做功，对另一个运动螺旋不做功。

图１　 含有恰约束分支的两转动并联机构

Ｆｉｇ．１　Ｔｗｏ－ｒｏｔａｔｉｏｎａｌ　ｐａｒａｌｌｅｌ　ｍｅｃｈａｎｉｓｍ　ｗｉｔｈ　ｏｎｅ

ｐｕｒｅ　ｃｏｎｓｔｒａｉｎｔ　ｂｒａｎｃｈ

由于恰约束分支的存在，机构动平台只能绕

Ｒ１和Ｒ２的轴线转动，即动平台的运动可用２个零
节距螺旋表示。２条主动分支施加到动平台上的
驱动力既可能是线力矢（用零节距线力螺旋＄０ａｉ表
示），又可能为偶力矢（用无穷大节距偶力螺旋＄∞ａｉ
表示）。因此，根据式（１）可确定出无耦合两转动
并联机构的分支驱动力螺旋与动平台运动螺旋之

间的对应关系，见表１。
表１　 分支驱动力螺旋与动平台运动螺旋之间的关系

Ｔａｂ．１　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ　ｂｅｔｗｅｅｎ　ｂｒａｎｃｈ　ａｃｔｕａｔｉｏｎ　ｗｒｅｎｃｈ

ｓｃｒｅｗｓ　ａｎｄ　ｔｗｉｓｔ　ｓｃｒｅｗｓ　ｏｆ　ｍｏｖｉｎｇ　ｐｌａｔｆｏｒｍ

① ＄０ａ１与＄１异面垂直时，＄ａ１°＄１≠０成立

② ＄０ａ１与＄２的间距为定值时，＄ａ１°＄２＝０成立

③ ＄∞ａ１与＄１不垂直时，＄ａ１°＄１≠０成立

④ ＄∞ａ１与＄２垂直时，＄ａ１°＄２＝０成立

⑤ ＄０ａ２与＄１平行或相交时，＄ａ２°＄１＝０成立

⑥ ＄０ａ２与＄２异面时，＄ａ２°＄２≠０成立

⑦ ＄∞ａ２与＄１垂直时，＄ａ２°＄１＝０成立

⑧ ＄∞ａ２与＄２不垂直时，＄ａ２°＄２≠０成立

　　 机构动平台运动螺旋＄２的方向随时间变化
而改变，为同时满足表１中条件 ①、② 的要求，线
力矢＄０ａ１需与＄１异面垂直且与＄２轴的间距为定
值；为使得条件 ③、④ 同时满足，偶力矢＄∞

ａ１要与

＄１平行；若同时满足条件⑤和⑥，那么线力矢＄０ａ２
需与＄１平行且不能与＄２共平面。驱动力螺旋＄ａ２
为偶力矢时，无法保证该主动副施加到动平台的
偶力螺旋＄∞ａ２始终满足条件⑦和⑧，即＄ａ２不能为
无穷大节距螺旋。
因此，为使机构具有无耦合的运动特性，分支

驱动力螺旋应满足如下条件：① 第一条主动分支
的驱动力螺旋为线力矢时，它需与运动螺旋＄１异
面且同时与运动螺旋＄２轴的间距为定值（间距为
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０时，恰好与＄２相交）；② 第一条主动分支的驱动
力为偶力矢时，它应与运动螺旋＄２垂直，且不能
垂直于运动螺旋＄１；③第二条主动分支的驱动力
螺旋只能为线力矢，它与运动螺旋＄２异面且平行
于运动螺旋＄１。机构２条分支驱动力螺旋的作用
形式如图２所示。

（ａ）＄ａ１、＄ａ２为线力矢 　（ｂ）＄ａ１为偶力矢、＄ａ２为线力矢

图２　 分支驱动力螺旋的作用形式

Ｆｉｇ．２　Ａｃｔｉｏｎ　ｆｏｒｍｓ　ｏｆ　ｂｒａｎｃｈ　ｗｒｅｎｃｈ　ｆｏｒｃｅ　ｓｃｒｅｗｓ

２　 机构输入与输出运动之间的映射关系

并联机构动平台的运动由各个分支的末端运

动共同决定，且每条分支的末端运动可用该分支
的运动螺旋系的线性组合表示：

Ｔ＝ （ω；ｖ）Ｔ ＝∑
Ｆｉ

ｊ＝１
ｑ
·
ｊｉ＄ｊｉ　　ｉ＝１，２，…，ｎ （２）

＄ｊｉ＝ （ｓｊｉ；ｓ０ｊｉ）　　ｓｊｉ ＝ （Ｌｊｉ，Ｍｊｉ，Ｎｊｉ）

ｓ０ｊｉ ＝ （Ｐｊｉ，Ｑｊｉ，Ｒｊｉ）

式中，Ｔ为动平台的瞬时输出速度矢量；ω 为动平台的角
速度矢量，ω ＝ （ωｘ，ωｙ，ωｚ）；ｖ为动平台的线速度矢量，

ｖ＝ （ｖｘ，ｖｙ，ｖｚ）；＄ｊｉ为第ｊ条分支中第ｉ个关节的瞬时运

动螺旋；ｓｊｉ 为运动螺旋的单位方向矢量，ｓ０ｊｉ 为其对偶量；

ｑ
·
ｊｉ 为第ｉ条分支中第ｊ个关节的瞬时速度大小；Ｆｉ 为第ｉ
条主动分支的连接度数；ｎ为主动分支的总数。

为推导出机构输入 输出运动之间的关系，可
将第ｉ条分支的驱动力螺旋＄ａｉ与式（２）等号两边
作互易积，然后整理成矢量方程，得

＄ａｉ°Ｔ＝ｑ
·
１ｉ＄ａｉ°＄１ｉ （３）

＄ａｉ＝ （ｓａｉ；ｓ０ａｉ）　　ｓａｉ ＝ （Ｌａｉ，Ｍａｉ，Ｎａｉ）

ｓ０ａｉ ＝ （Ｐａｉ，Ｑａｉ，Ｒａｉ）

本文提出的含有恰约束无耦合两转动并联机

构仅有２条主动分支（ｎ＝２），为降低机构的运动
惯性，假定所有主动副均为直接安装于静平台上，
即主动分支中的第一个运动副为主动副，那么根
据式（３）可得机构的速度方程：

＄ａ１
＄ａ２［ ］［ｖｘ　ｖｙ　ｖｚ　ωｘ　ωｙ　ωｚ］Ｔ ＝

＄ａ１°＄１１ ０

０ ＄ａ２°＄２１［ ］ｑ
·
１１

ｑ·２１［ ］ （４）

机构仅具有２个转动自由度，故其线速度为
零，即ｖ＝０。假定机构动平台具有分别绕Ｚ 轴
（转动副Ｒ１ 的轴线）和Ｘ 轴（转动副Ｒ２ 的轴线）
的转动自由度，那么绕Ｙ轴的角速度为０。在图２
所示的坐标系ＯＸＹＺ下，动平台第一运动螺旋＄１
的单位方向矢量记为Ｓ１＝（０，０，１），第二运动螺
旋＄２的单位方向矢量为Ｓ２＝（ｌ，ｍ，０）。将式（４）
中动平台输出速度分量为零的元素以及驱动力螺

旋中与之相对应的元素消去后，式（４）可改写成
如下形式：

Ｊｄｉｒｔ�＝Ｊｉｎｖｑ· （５）

ｔ�＝ ［ω１　ω２］Ｔ　　ｑ· ＝ ［ｑ·１１　ｑ·２１］Ｔ

Ｊｄｉｒ＝
Ｓ０ａ１·Ｓ１　Ｓ０ａ１·Ｓ２
Ｓ０ａ２·Ｓ１　Ｓ０ａ２·Ｓ２［ ］

Ｊｉｎｖ＝
＄ａ１°＄１１ ０

０ ＄ａ２°＄２１［ ］
式中，ｔ�为机构动平台的瞬时输出速度；ｑ·为机构各分支主
动关节的瞬时输入速度；Ｊｄｉｒ 为机构的正速度雅可比矩

阵；Ｊｉｎｖ为机构的逆速度雅可比矩阵。

第一条主动分支施加到动平台的驱动力螺旋

＄ａ１为线力矢时，令ｇｉ＝＄ａｉ°＄１ｉ，若ｇｉ ≠０，则式
（５）可改写为

Ｒａ１／ｇ１ Ｂａ１／ｇ１
Ｒａ２／ｇ２ Ｂａ２／ｇ２［ ］ω１ω２［ ］＝ ｑ

·
１１

ｑ
·
２１
［ ］ （６）

Ｂａｉ ＝Ｐａｉｌ＋Ｑａｉｍ

当第一条主动分支的驱动力螺旋为偶力矢

时，式（５）则改写为

Ｎａ１／ｇ１ Ｋａ１／ｇ１
Ｒａ２／ｇ２ Ｂａ２／ｇ２［ ］ω１ω２［ ］＝ ｑ

·
１１

ｑ
·
２１
［ ］ （７）

Ｋａ１ ＝Ｌａ１ｌ＋Ｍａ１ｍ

对于无耦合的两转动并联机构，因其输入 输
出速度之间具有一一对应的线性映射关系，故机
构的速度雅可比矩阵必为对角阵。因此，根据式
（６）、式（７）可写出机构输入 输出运动之间的统
一表达式：

ζ１ ０

０ ζ２
［ ］ω１ω２［ ］＝ ｑ

·
１１

ｑ
·
２１
［ ］ （８）

其中，元素ζ１ 有２个值，ζ１＝Ｒａ１／ｇ１ 对应驱动力
螺旋＄ａ１为线力矢，ζ１＝Ｎａ１／ｇ１ 对应驱动力螺旋

＄ａ１为偶力矢；元素ζ２＝Ｂａ２／ｇ２。

３　 主动分支的构型综合

３.１　 第一条主动分支的构型综合

３.１.１　 驱动力螺旋＄ａ１为线力矢
根据式（６）、式（８），当机构具有无耦合运动传

递特性时，必满足条件ζ１≠０，Ｂａ１＝０和ｇ１≠０。

·６５·
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由ζ１＝Ｒａ１／ｇ１≠０可得Ｒａ１≠０；由Ｂａ１＝０可得

Ｐａ１ｌ＋Ｑａ１ｍ＝０。机构处于一般位形时，元素ｌ和

ｍ 均不为零，所以必有Ｐａ１＝Ｑａ１＝０。
根据表１中条件①，只要驱动力螺旋＄ａ１垂直

于Ｒ１ 轴线（Ｚ 轴），就能实现驱动力＄ａ１对机构绕

Ｒ１ 轴线转动的控制，即满足方程＄ａ１°＄１≠０。因
此，可取Ｌａ１＝１，Ｍａ１＝０。此时驱动力螺旋＄ａ１的
形式为

＄１ａ１＝ （１，０，０；０，０，Ｒａ１） （９）

式（９）表明，驱动力螺旋＄１ａ１为平行于Ｘ 轴的
零节距螺旋，如图３所示。 由于＄１ａ１ 轴线通过

ＰＶＷ 平 面 上 的 点 Ａ（０，ｙａ１，ｚａ１），于 是 可 得

Ｒａ１＝－ｙａ１。

图３　 分支驱动力螺旋与主动运动螺旋

Ｆｉｇ．３　Ａｃｔｕａｔｉｏｎ　ｗｒｅｎｃｈ　ｓｃｒｅｗｓ　ａｎｄ　ａｃｔｕａｔｉｏｎ　ｔｗｉｓｔ

ｓｃｒｅｗｓ　ｏｆ　ｍｅｃｈａｎｉｓｍ　ｂｒａｎｃｈｅｓ

ｇ１ ≠０时，有
ｇ１ ＝＄ａ１°＄１１≠０ （１０）

其中，＄１１为第一条主动分支的主动螺旋，它可能为
无穷大节距螺旋＄１１＝ （０，０，０；Ｌ１１，Ｍ１１，Ｎ１１）或零
节距螺旋＄１１＝ （Ｌ１１，Ｍ１１，Ｎ１１；Ｐ１１，Ｑ１１，Ｒ１１）。

（１）＄１１为无穷大节距螺旋时，将＄１
ａ１和＄１１代入

式（１０），得
ｇ１ ＝Ｌ１１ （１１）

即ｇ１ 仅与主动螺旋＄１１ 的方向矢量在Ｘ 轴的分
量Ｌ１１ 有关，而与另外两坐标轴的分量无关，故可
取Ｌ１１＝１，Ｍ１１＝Ｎ１１＝０。因此，第一条主动分支
的主动螺旋的形式可为

＄１１１＝ （０，０，０；１，０，０） （１２）

所以第一条主动分支的主动螺旋为平行于Ｘ 轴
的无穷大节距螺旋，即该分支的主动副可选为沿

Ｘ 轴方向的移动副，如图３所示。
（２）＄１１为零节距螺旋时，将＄ａ１和＄１１代入式

（１０），得
ｇ１ ＝Ｐ１１－Ｎ１１ｙａ１ （１３）

即ｇ１取决于＄１１的方向矢量的Ｚ轴分量Ｎ１１和其

对偶量的Ｙ轴分量Ｐ１１，而与＄１１的其他分量无关，
故可取Ｌ１１＝Ｍ１１＝Ｑ１１＝Ｒ１１＝０。因坐标参数ｙａ１
为变量，为避免出现ｇ１＝０的情况，只能取Ｎ１１＝１，

Ｐ１１＝０。从而确定出主动螺旋＄１１的另一种形式：
＄２１１＝ （０，０，１；０，０，０） （１４）

式（１４）表明，主动螺旋＄１１也可为平行于Ｚ 轴的
零节距螺旋，即该分支主动副可为轴线平行于Ｚ
轴的转动副，如图３所示。

３.１.２　 驱动力螺旋＄ａ１为偶力矢
令＄ａ１＝（０，０，０；Ｌａ１，Ｍａ１，Ｎａ１），由于式（７）中

的速度雅可比矩阵必为对角阵，因此可得Ｎａ１≠０，

Ｌａ１＝Ｍａ１＝０，从而确定＄ａ１的第二种形式：
＄２ａ１＝ （０，０，０；０，０，１） （１５）

可知该驱动力螺旋为平行于Ｚ轴的无穷大节距螺
旋，如图３所示。
保证机构速度雅可比矩阵不降秩的条件是

ｇ１≠０，因此这种情况下＄１１只能为零节距螺旋。
将＄２ａ１和＄１１代入式（１０）得

ｇ１ ＝＄ａ１°＄１１＝Ｎ１１ （１６）

由式（１６）可知，ｇ１ 仅与主动螺旋＄１１的方向
矢量在Ｚ轴方向分量Ｎ１１ 相关，而与其他元素无
关，故可取Ｎ１１＝１，Ｌ１１＝Ｍ１１＝０。＄１１直接与静平
台相连，可令其轴线通过定坐标系原点，即有

Ｐ１１＝Ｑ１１＝Ｒ１１＝０，从而确定出该分支主动螺
旋的第三种形式

＄３１１＝ （０，０，１；０，０，０） （１７）

式（１７）表明，主动螺旋＄３
１１ 为零节距螺旋，其轴

线平行于Ｚ轴，即该分支的主动副可选为轴线平
行于Ｚ轴的转动副，如图３所示。
分支驱动力螺旋和主动螺旋确定后，根据分

支驱动力螺旋与同一分支中除主动螺旋外的所有

非主动运动螺旋互易积为零的特性，以及运动螺
旋间的线性相关性，可确定出所有非主动螺旋的
可能类型和数量，具体如下：
类型 Ⅰ　＄ａ１、＄１１分别为零节距螺旋和无穷

大节距螺旋

Ⅰ－１　 轴线平行于Ｘ 轴的零节距螺旋最多
有３个，当其数量为２或３时，该类螺旋所组成的
螺旋系中不能再插入其他零节距螺旋。

Ⅰ－２　 轴线平行于Ｙ 轴的零节距螺旋（惰性
螺旋）最多有１个。

Ⅰ－３　 轴线垂直于Ｘ 轴的无穷大节距螺旋
最多有２个，且当其数量为２时，２个螺旋的轴线
不能平行。

Ⅰ－４　 轴线平行于Ｚ 轴的零节距螺旋有且
·７５·
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仅有１个，该螺旋与驱动力螺旋＄ａ１相交，直接与
动平台相连。
类型 Ⅱ　＄ａ１和＄１１均为零节距螺旋

Ⅱ－１　 轴线平行于Ｘ 轴的零节距螺旋最多
有３个。

Ⅱ－２　 轴线平行于Ｚ 轴的零节距螺旋有且
仅有１个，并直接与主动运动螺旋相连。

Ⅱ－３　 轴线垂直于Ｘ 轴的无穷大节距螺旋
最多有２个，且当其数量为２时，２个螺旋的轴线
不能平行。

Ⅱ－４　 轴线与驱动力螺旋＄ａ１相交且平行于

Ｙ 轴的零节距螺旋（惰性螺旋）最多有１个。
类型Ⅲ　＄ａ１和＄１１分别为无穷大节距螺旋和

零节距螺旋

Ⅲ－１　 轴线平行于Ｘ 轴的零节距螺旋最多
有３个。

Ⅲ－２　 轴线平行于Ｙ 轴的零节距螺旋最多
有３个。

Ⅲ－３　 轴线垂直于Ｚ 轴的无穷大节距螺旋
最多有２个，且当其数量为２时，２个螺旋不能相
互平行。
至此，得到了第一条主动分支所有可能的主

动螺旋形式，以及与之对应的可行非主动螺旋的
形式。然后，根据分支运动链连接度的不同，组合
主动螺旋与非主动螺旋，可得到第一条主动分支
的可行结构类型，其中基本运动链类型有９种，如

２Ｐ１Ｒ、２Ｐ３Ｒ、２Ｐ４Ｒ、１Ｐ５Ｒ和６Ｒ等。利用多自由
度运动副替换基本运动链中的单自由度运动副，
可得到含有Ｃ副、Ｕ副和Ｓ副的多自由度运动副
分支运动链。表２分别、表３分别给出了不同驱
动力螺旋形式下第一条主动分支的结构形式，运
动副字母下标ｘ、ｙ和ｚ表示机构初始位形时运动
副的轴线方向。运动链中，下标两相邻大写字母
相同表示两个运动副轴线平行，否则表示运动副
轴线垂直。分支的连接度较小会造成机构的约束
增多，从而增大机构的装配难度，因此，可在连接度
较小的结构中增加１个或２个转动副作为惰性副，
分别用Ｂ和Ｂ来表示（Ｂ代表运动副Ｕ、Ｓ、Ｃ）。下标
为ｎ的Ｐ副的轴线垂直于相邻两转动副轴线。若
分支的第一个运动副为Ｃ副，则Ｃ的上标ｒ和ｔ分别
表示选择Ｃ副的主动输入为转动或移动；若第一个
运动副为Ｕ副，则Ｕ的上标ｘ和ｙ分别表示选择Ｕ
副的主动输入为沿Ｘ 轴和Ｙ轴的转动。

３.２　 第二条主动分支构型综合
根据前述分析可知，第二条主动分支对动平

台施加的驱动力螺旋＄ａ２应始终与Ｚ轴平行。根

表２　＄ａ１为线力矢时第一条主动分支的结构形式

Ｔａｂ．２　Ｓｔｒｕｃｔｕｒａｌ　ｔｙｐｅｓ　ｏｆ　ｆｉｒｓｔ　ａｃｔｉｖｅ　ｂｒａｎｃｈ　ｗｈｅｎ

＄ａ１ｉｓ　ａ　ｌｉｎｅａｒ　ｆｏｒｃｅ　ｖｅｃｔｏｒ

连接度 类型 基本分支结构 其他形式分支结构

３
２Ｐ１Ｒ ＰｘＰｙＲｚ
１Ｐ２Ｒ ＲｚＲｚＰｙ

４　 ２Ｐ２Ｒ
ＰｘＰｙＲｘＲｚ，
ＰｘＲｘＰｙＲｚ
ＲｚＲｚＰｙＰｚ

ＰｘＰｙＵｘｚ
ＣｔｘＰｙＲｚ

５

１Ｐ４Ｒ

ＰｘＲｘＲｘＲｘＲｚ
ＲｚＲｚＲｘＰｎＲｘ
ＲｚＲｚＲｘＰｙＲｙ
ＲｚＲｚＰｙＲｘＲｙ
ＲｚＲｚＰｙＲｘＲｘ

ＰｘＲｘＲｘＵｘｚ；ＣｘＲｘＵｘｚ
ＲｚＵｚｘＰｎＲｘ
ＲｚＲｚＲｘＰｙＣｙ
ＲｚＲｚＰｙＵｘｙ

２Ｐ３Ｒ

ＰｘＰｚＲｘＲｘＲｚ
ＰｘＲｘＰｎＲｘＲｚ
ＰｘＲｘＲｘＰｚＲｚ
ＰｘＲｘＲｙＰｙＲｚ
ＰｘＰｙＲｘＲｙＲｚ
ＲｚＲｚＰｙＰｚＲｘ

ＰｘＰｎＲｘＵｘｚ
ＣｔｘＰｎＲｘＲｚ；ＣｘＰｎＵｘｚ
ＣｔｘＲｘＰｚＲｚ；ＣｔｘＲｘＣｚ
ＰｘＲｘＣｙＲｚ；ＣｔｘＣｙＲｚ
ＰｘＰｙＲｘＵｙｚ；ＰｘＰｙＳ

５Ｒ ＲｚＲｚＲｘＲｘＲｘ ＲｚＵｚｘＲｘＲｘ

６

１Ｐ５Ｒ

ＰｘＲｙＲｘＲｘＲｘＲｚ
ＰｘＲｘＲｘＲｘＲｙＲｚ
ＲｚＲｚＰｙＲｘＲｘＲｙ
ＲｚＲｚＲｘＰｎＲｘＲｙ
ＲｚＲｚＲｘＲｘＰｙＲｙ

ＰｘＵｙｘＲｘＵｘｚ
ＣｔｘＲｘＵｘｙＲｚ；ＣｔｘＲｘＳ
ＲｚＲｚＰｙＲｘＵｘｙ
ＲｚＵｚｘＰｎＵｘｙ
ＲｙＵｚｘＲｘＣｙ

２Ｐ４Ｒ

ＰｘＰｚＲｘＲｘＲｙＲｚ
ＰｘＲｙＰｚＲｘＲｘＲｚ
ＰｘＲｘＰｎＲｘＲｙＲｚ
ＰｘＲｙＲｘＰｎＲｘＲｚ
ＰｘＲｘＲｘＰｚＲｙＲｚ
ＰｘＲｙＲｘＲｘＰｚＲｚ
ＲｚＲｚＰｙＰｚＲｘＲｙ
ＲｚＲｚＲｘＰｙＰｚＲｙ
ＲｚＲｚＰｙＲｘＰｚＲｙ

ＰｘＰｎＲｘＳ
ＰｘＲｙＰｚＲｘＵｘｚ
ＣｔｘＰｎＲｘＲｙＲｚ；ＰｘＲｘＰｎＳ
ＰｘＵｘｙＰｎＵｘｚ；
ＣｔｘＲｘＰｚＵｙｚ
ＰｘＵｘｙＲｘＣｚ
ＲｚＲｚＰｙＰｚＵｘｙ
ＲｚＵｚｘＰｚＰｚＲｙ

６Ｒ ＲｚＲｚＲｘＲｘＲｘＲｙ ＲｚＵｚｘＲｘＵｘ　ｙ

据式（８）中速度雅可比矩阵对角线上第二个元素

ζ２ ≠０的条件，可确定出该分支驱动力螺旋的形
式：

＄ａ２＝ （０，０，１；Ｐａ２，Ｑａ２，０） （１８）

＄ａ２为平行于Ｚ轴的零节距螺旋，且必过平面

ＰＵＶ 上的点Ｂ（ｘａ２，ｙａ２，０），故可得Ｐａ１ ＝ｙａ１，

Ｑａ１＝－ｘａ１，且ｘａ２ 和ｙａ２ 不能同时为零。
若式（８）中的速度雅可比矩阵不降秩，则必

满足条件ｇ２ ≠０，且有
ｇ２ ＝＄ａ２°＄２１＝Ｒ２１＋Ｌ２１ｙａ２－Ｍ２１ｘａ２ （１９）

式中，＄２１为第二条主动分支的主动螺旋。

类似于第一条分支主动螺旋＄１１的确定方法，

在满足ｇ２≠０的条件下，求出第二条分支主动螺
旋＄２１：

＄１２１＝ （０，０，０；０，０，１）

＄２２１＝ （０，１，０；０，０，０）｝ （２０）

　　 由式（２０）可知，第二条主动分支的主动螺旋

＄２１有两种，即平行于Ｚ轴的无穷大节距螺旋和平
行于Ｙ 轴的零节距螺旋，如图３所示。

·８５·
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